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摘　要　针对 Bensimon方程中出现的无穷发散三角级数求和问题 ,提出一种快速收敛发散三角级数算法 ,并举

例说明其应用。

关键词　无穷发散三角级数　收敛

中图分类号　O241

收稿日期:1997-03-13;修回日期:1997-05-04

＊　本研究工作受国家重大基础项目课题“非线性科学”和浙江省教委课题资助.

0　引言
不可压缩流体的流动日益成为非线性科学中各类研究的主题。尽管所涉及方程的非线性导致人们只能

在非常特殊的情形下才能找出其精确解 ,但许多令人感兴趣的流动特性还是只能通过其非线性来寻找。近

20 年来 ,计算机的广泛普及大大加速了这一研究的进程。在研究提炼理论模型的同时 , 众多学者热衷于寻找

合适的数值方法进行模拟和求解。

1986 年 , Bensimon[ 1]应用保形变换方法在复平面上研究被小粘性流体驱动的粘性流动的界面演化 , 巧妙

地利用在单位圆周上定义的实函数的 Fourier展开系数延拓单位圆内的复函数 ,微分后从圆内推到圆周 , 得到

界面随时间的演化方程 ,这种方法物理图象清晰 ,过程简单明了 , 研究平面非线性问题有其优越性。但由于方

程涉及无穷发散 Fourier级数求和 , 数值求解有困难。

本文提出一种快速收敛发散三角级数算法 , 适用于级数前系数正负交替且绝对值接近的情形。并以非奇

性的 Saffman-Taylo r解析解[ 2]作为初始条件 ,数值求解 Bensimon 方程 , 说明其应用。

1　问题描述
考虑在宽为 w=2π,相距为 b(b w)的 Hele-shaw 盒[ 3]中被小粘性流体驱动的粘性流动 ,在 x 正无穷远

处 ,流动速度 u 保持恒定。

令 z=x+iy , Υ=φ+iψ, 其中 φ和ψ分别为速度势和流函数 ,不计表面张力时 , 两流体界面处 φ=0。将

流体保形变换到复平面ζ=e-Υ,界面处对应圆周 ζ=e -iψ。

已知 t=0 时的界面形状 , 则界面曲率为

κ(ψ)=-Im( 2
ψz/ ψz)/  ψz (1)

如果初始界面是对称的 ,则 Bensimon 方程可写为

 tz(ψ, t)=-i ψz(
1-2 d0∑

∞

n=1

nancosnψ

| ψz|
2 -i∑

∞

n=1

bnsin nψ) (2)

其中 d0 为无量纲表面张力系数 , 而

an =
2
π∫

π

0

κ(ψ)
2

cosnψdψ (3)
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bn =
2
π∫

π

0

1 -2d0∑
∞

n=1
nancosnψ

2| ψz|
2 dψ (4)

2　发散三角级数的快速收敛方法
原则上说 ,应用普通的插分方法 ,给定 z(ψ, 0),按方程(2)可数值求解 z(ψ, t)。但一个不可忽视的问题是

(2)中 d0 项 nan是一发散级数, 不能用有限项求和来代替 ,考虑到 an 随 n 正负交替且绝对值接近, 作变换

2∑
∞

n=1

nancosnψ≈∑
N

n=1

nan(e
inψ+ e-inψ)=

1

1 + eiψ∑
N

n=1

nane
inψ(1 +eiψ)+

1

1 +e-iψ∑
N

n=1

nane
-inψ(1 +e-iψ)

=∑
N

n=1

Ancosnψ+
sinψ

1+cosψ∑
N

n=1

Ansin nψ (5)

其中 An=nan+(n -1)an-1 ,是收敛级数 。

进一步地 ,我们考虑

∑
N

n=1

nan(e
inψ+e-inψ)=

1

(1 +eiψ)2∑
N

n=1

nane
inψ(1+ eiψ)2 +

1

(1+ e-iψ)2∑
N

n=1

nane
-inψ(1 +e-iψ)2

=
1

1+cosψ
(co sψ∑

N+2

n=1

Ancosnψ-sinψ∑
N+2

n=1

Ansinnψ)

(6)

其中 n = 1时 , An = nan (7a)

n = 2时 , An = nan +2(n -1)an-1 , (7b)

n = N +1 时 , An = 2(n -1)an-1 +(n -2)an-2 (7c)

n = N +2 时 , An =(n -2)an-2 (7d)

其余 n , An = nan +2(n -1)an-1+(n -2)an-2 (7e)

这样 An由 an , 2an-1 , an -2相加而成 , 收敛速度大大加快。原则上还可以相邻的 4 项 , 5项……组合相加 , 视所

研究问题所需的精度和收敛速度而定。

3　举例
用非奇性的 Saffman-Taylor解析解[ 2]

z =2(1-λ)ln[ -(eiψ+1+ε)] +iψ (8)

图 1

其中ε为一个小参量 , 其大小决定指的长度。

取λ=0.5 , ε=0.01 , d0 =0.01 , 利用(1)、(3)两式 , 求得

κ(ψ)和 an。 数值计算表明 , 按(5)式 , N =200 时 , AN收敛到

5.6E-4 , N =800 时 , AN收敛到 2.7E-5;按(6)式 , N=59 时 ,

AN 收敛到 2.7E-5 , N=100 时 , AN 收敛到 6E-6 ,增加 An的

组合项数 , 可以使 AN在更小的 N 下收敛到更高的精度。图 1

是按(6)式求解的不同时刻 Bensimon 方程的数值解。

4　结语
值得一提的是数值求解高度非线性的 Bensimon 方程并非

只碰到无穷发散三角级数的求和问题 ,还涉及各种各样的稳定性问题 , 稍有疏忽就难以计算下去。这些问题

将另文探讨。
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图 5　多底电极分电流控弧范围

仿真结果之一

图 6　倾动顶电极控弧范围的

仿真结果之一
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COMPUTER SIMULATION OF THE ARC DEFLECTION AND

ITS CONTROL IN DC ARC FURNACE
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Liu Junjiang　Fu Runsheng　Luo Jianjiang
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ABSTRACT　Based on the principle of mutual action of micro elect ric cu rrents in DC arc column and dynamic balance of electro-

magnetic forces in an arc region caused by spat ial current loading wi res , mathematical models of numerical simulation are proposed

for DC arc def lect ion , arc def lect ion cont rol by mul ti-bot ton-elect rodes and by inclinat ion of top elect rode.Computer simulations are

performed to invest igate the def lection phenom enon and its cont rol.
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ABSTRACT　A fast effi cient method is presented for converging fou rier series , w hich comes f rom Bensimon equation.As an exam-

ple , the simulation is given for the evolut ion of nonsingular saffman-Taylor finger in the presence of surface-t ension.
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