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AAbbssttrraacctt

WWee  ssttuuddyy  tthhee  eellaassttiicc  eenneerrggyy  FF((ss,,dd))  ffoorr  cclluusstteerrss  ooff  nn  iinncclluussiioonnss  iinnsseerrtteedd  iinnttoo  aa  mmeemm--
bbrraannee  aanndd  ccoonnttrraasstt  ccaasseess  wwiitthh  nn  iinncclluussiioonnss  aarrrraannggeedd  iinn  aann  eeqquuiillaatteerraall  ppoollyyggoonn,,  aanndd  wwiitthh
mm  ((eeiitthheerr  00  oorr  11))  iinncclluussiioonnss  iinn  tthhee  cceenntteerr,,  ddeennootteedd  ((nn,,mm))..  MMiinniimmiizzeedd  wwiitthh  rreessppeecctt  ttoo  tthhee
ccoonnttaacctt  ssllooppee  ss  ((tthhee  ggrraaddiieenntt  ooff  tthhee  ddeeffoorrmmaattiioonn  pprrooffiillee  aatt  tthhee  mmeemmbbrraannee--iinncclluussiioonn  iinntteerr--
ffaaccee)),,  tthhee  ttwwoo--bbooddyy  iinntteerraaccttiioonn  ffrreeee  eenneerrggyy  FFmmiinn((dd))  iiss  rreeppuullssiivvee  ffoorr  aallll  iinntteerr--iinncclluussiioonn
ddiissttaanncceess  dd..    HHoowweevveerr,,  wwiitthh  iinnccrreeaassiinngg  nnuummbbeerrss  ooff  iinncclluussiioonnss  iinntteerraaccttiioonn  mmaayy  bbeeccoommee
aattttrraaccttiivvee,,  iimmppllyyiinngg  ssiiggnniiffiiccaanntt  mmaannyy--bbooddyy  eeffffeeccttss..    CCaallccuullaattiioonnss  aarree  ppeerrffoorrmmeedd  ffoorr
DDMMPPCC  aanndd  GGMMOO  mmeemmbbrraanneess..

FFoorr  tthhee  ((44,,11))  cclluusstteerr  FFmmiinn  iiss  rreeppuullssiivvee  ffoorr  aallll  dd,,  hhoowweevveerr  tthhee  eenneerrggyy  pprrooffiillee  iiss  ffllaatt--
tteenneedd  aatt  sshhoorrtt  sseeppaarraattiioonnss  ccoommppaarreedd  ttoo  tthhee  ttwwoo  iinncclluussiioonnss  ccaassee..  FFoorr  tthhee  ((55,,00))  ccaassee  FFmmiinn  iiss
sslliigghhttllyy  aattttrraaccttiivvee  aatt  sshhoorrtt  ddiissttaanncceess..  TThhee  ((66,,11))  cclluusstteerr  ffoorrmmss  aa  ssttaabbllee  aaggggrreeggaattee  wwiitthh  ddiiss--
ttiinncctt  aattttrraaccttiivvee  aanndd  rreeppuullssiivvee  rreeggiioonnss..  TThhee  eenneerrggyy  pprrooffiillee  iiss  ssiimmiillaarr  ttoo  eeaarrlliieerr  pprreeddiiccttiioonnss
ffoorr  ttwwoo--ddiimmeennssiioonnaall  hheexxaaggoonnaall  llaattttiicceess..

AAss  iinn  tthhee  ttwwoo--bbooddyy  ccaassee,,  tthhee  FF((ss,,dd))  bbeehhaavviioouurr  cchhaannggeess  iiff  tthhee  ssllooppee  ss  iiss  ffiixxeedd..    AAggaaiinn,,
aatt  ssmmaallll  ||ss||  ~~  00  iinntteerraaccttiioonn  iiss  aattttrraaccttiivvee,,  wwhhiillee  aatt  llaarrggee  nneeggaattiivvee  ssllooppeess,,  iitt  iiss  rreeppuullssiivvee..    IInn
tthhee  iinntteerrmmeeddiiaattee  rreeggiioonn  tthhee  ffrreeee  eenneerrggyy  iiss  aa  ssiiggmmooiiddaall  ffuunnccttiioonn  ooff  dd..    IInn  aaggrreeeemmeenntt  wwiitthh
pprreevviioouuss  rreessuullttss,,  aatt  hhiigghheerr  ccoonncceennttrraattiioonnss  ((sseevveenn  iinncclluussiioonnss,,  ssmmaallll  dd))  tthhee  eeqquuiilliibbrriiuumm
ssllooppee,,  ssmmiinn,,  sshhiiffttss  ttoowwaarrddss  ss  ~~  00..  HHoowweevveerr,,  iinn  nnoo  wwaayy  ddooeess  tthhiiss  aarrgguuee  ffoorr  ffiixxiinngg  ss  ~~  00  ffoorr  aa
ssiinnggllee  ((iissoollaatteedd))  iinncclluussiioonn..    FFiinnaallllyy,,  wwee  ccoonnssiiddeerr  hhooww  cclluusstteerriinngg  ccaann  aaffffeecctt  tthhee  lliiffeettiimmee  ooff
iioonn  cchhaannnneellss..



EEuulleerr--LLaaggrraannggee  EEqquuaattiioonn  aanndd  BBoouunnddaarryy  CCoonnddiittiioonnss

TThhee  eellaassttiicc  pprroobblleemm  ddeessccrriibbeedd  iinn  [[11]]  iiss  ssoollvveedd  iinn  tthhee  uunniiffoorrmm  aapppprrooxxiimmaattiioonn  lleeaaddiinngg  ttoo
aann  EEuulleerr--LLaaggrraannggee  eeqquuaattiioonn  ffoorr  uu((xx,,yy))

bb  ∆∆22uu((xx,,yy))  ++    aa  uu((xx,,yy))  ==  00 ((11))

wwiitthh
aa  ==  22BB//hh00,, bb  ==  hh00KK//22..

BB  aanndd  KK  aarree  ssttrreettcchhiinngg  aanndd  bbeennddiinngg  ccoonnssttaannttss,,  mmoorree  ggeenneerraallllyy  rr--ddeeppeennddaanntt;;  hh00  iiss  tthhee  uunn--
ppeerrttuurrbbeedd  hhyyddrroopphhoobbiicc  mmeemmbbrraannee  tthhiicckknneessss..    TThhee  bboouunnddaarryy  ccoonnddiittiioonnss  aatt  tthhee  eeddggee  ooff  tthhee
ccoommppuuttaattiioonnaall  ddoommaaiinn  aarree  tthhoossee  ooff  EEqq..  33  ooff  tthhee  nneeiigghhbboouurriinngg  ppoosstteerr  [[11]]..    AAtt  tthhee  iinntteerrnnaall
bboouunnddaarriieess,,  LL,,  uu((rr))  iiss  ffiixxeedd  aatt  uu00  aanndd  tthhee  ccoonnttaacctt  ssllooppee  ss  iiss  aassssuummeedd  iissoottrrooppiicc..    TThhuuss

uu((rrLL))  ==  uu00,, ∇∇ uu((rrLL))  ==  ss    ((22))

SSoommeettiimmeess,,  wwee  mmiinniimmiizzee  tthhee  ffrreeee  eenneerrggyy,,  FF,,  wwiitthh  rreessppeecctt  ttoo  ss,,  yyiieellddiinngg  FFmmiinn  ,,  aatt

  ss  ==  ssmmiinn                                                                                                      ((33))
TThhee  ssoolluuttiioonn  aallggoorriitthhmm  ffoorr  tthhiiss  eellaassttiicc  pprroobblleemm  iiss  ddeessccrriibbeedd  iinn  [[11]]..    HHeerree  wwee  uussee  eellaassttiicc
ppaarraammeetteerrss  rreepprreesseennttaattiivvee  ooff  ggrraammiicciiddiinn  AA  ((GGAA))  iinnsseerrtteedd  iinnttoo  DDMMPPCC  mmeemmbbrraanneess::  hhyy--
ddrroopphhoobbiicc  mmiissmmaattcchh,,  uu00  ==  11..6655

0

A ,,  iinncclluussiioonn  rraaddiiuuss,,  rr00  ==  1100
0

A ..



MMooddeell  aanndd  CCoommppuuttaattiioonnaall  DDeettaaiillss

TThhee  mmooddeell  aanndd  bboouunnddaarryy  ccoonnddiittiioonnss  uusseedd  hheerree  aarree  tthhoossee  ddeessccrriibbeedd  iinn  oouurr  ppoosstteerr  [[11]]..    TThhee
nneeww  ccoommppuuttaattiioonnss  iilllluussttrraattee  bbeehhaavviioorr  iinn  aa  DDMMPPCC  mmeemmbbrraannee  ccoonnttaaiinniinngg  tthhee  eemmbbeeddddeedd
cclluusstteerrss  ((nn,,mm)),,  wwiitthh  nn  tthhee  nnuummbbeerr  ooff  iinncclluussiioonnss  aarrrraannggeedd  iinn  tthhee  rreegguullaarr  eeqquuiillaatteerraall  ppoollyy--
ggoonn  aanndd  mm  tthhee  iinncclluussiioonn  aatt  tthhee  cclluusstteerr  oorriiggiinn..  WWee  ccoonnssiiddeerr  tthhee  ffoolllloowwiinngg  ccaasseess::  nn==33,,  44,,  55,,
66,,  66--11  ((66--11  iinnddiiccaatteess  ooccccuuppaannccyy  ooff  oonnllyy  55  ooff  tthhee  66  iinncclluussiioonn  ssiitteess))  aanndd  mm==00,,  11..

FFiigguurree  11  iiss  aa  sscchheemmaattiicc  vviieeww  ooff  tthhee  ccoommppuuttaattiioonnaall  ddoommaaiinn  ffoorr  tthhee  ((55,,11))  cclluusstteerr..    TThhee
ddiissttaannccee  dd  iiss  mmeeaassuurreedd  bbeettwweeeenn  tthhee  cclluusstteerr’’ss  cceenntteerr  aanndd  tthhee  eeddggeess  ooff  llaatteerraall  iinncclluussiioonnss..
PPrrootteeiinn  rraaddiiii  aarree  1100  ÅÅ..    TTwwoo  llaayyeerrss  ooff  ggrriidd  ppooiinnttss  aarree  uusseedd  ffoorr  tthhee  bboouunnddaarryy  ccoonnddiittiioonnss  aatt
tthhee  eeddggeess  ooff  bbootthh  tthhee  ccoommppuuttaattiioonnaall  ddoommaaiinn  aanndd  eeaacchh  iinncclluussiioonn..    AAtt  tthhee  eexxtteerrnnaall  eeddggee  ooff
tthhee  ssyysstteemm  tthhee  bboouunnddaarryy  ccoonnddiittiioonn  uu==00  iiss  aapppplliieedd..    AAtt  iinncclluussiioonn  eeddggeess  tthhee  ffiixxeedd  vvaalluuee  uu00
==  11..6655  ÅÅ  iiss  uusseedd..    TThhee  bboouunnddaarryy  ssllooppee  ss  iiss  aazziimmuutthhaallllyy  ssyymmmmeettrriiccaall  aalloonngg  eeaacchh  bboouunnddaarryy
cciirrccllee..    TThhee  ddiissttoorrttiioonn  ffiieelldd  iiss  ccoommppuutteedd  aatt  tthhee  iinntteerriioorr  ppooiinnttss..



Many-body effects in membrane-mediated  interactions

FFiigguurreess  22––44  iilllluussttrraattee  tthhee  ddeeffoorrmmaattiioonn  ffrreeee  eenneerrggyy  aass  aa  ffuunnccttiioonn  ooff  tthhee  bboouunnddaarryy  ssllooppee  ss
ffoorr  aa  rraannggee  ooff  ddiissttaanncceess  dd..  TThhee  pprrooffiilleess  aarree  ppaarraabboolliicc;;  tthhee  mmiinniimmuumm  eenneerrggyy  ccoorrrreessppoonnddss
ttoo  tthhee  ccoonnttaacctt  ssllooppee  ssmmiinn..  ((33,,11)),,  ((44,,11))  aanndd  ((66,,11))  cclluusstteerrss  aarree  sshhoowwnn..  FFoorr  ((33,,11))  aanndd  ((44,,11))
cclluusstteerrss  iinntteerraaccttiioonn  iiss  rreeppuullssiivvee,,  bbuutt  ffoorr  tthhee  ((44,,11))  cclluusstteerr  ((FFiigguurree  33))  tthhee  mmiinniimmuumm  eenneerrggyy
pprrooffiillee  iiss  vveerryy  ssmmooootthh  iinn  tthhee  rraannggee  ooff  ddiissttaanncceess  ffrroomm  1111  ttoo  2200  ÅÅ..  SSttaarrttiinngg  wwiitthh  ((55,,00))  aanndd
((55,,11))  cclluusstteerrss,,  aann  aattttrraaccttiivvee  bbrraanncchh  ddeevveellooppss  aatt  ssmmaallll  dd..    TThhee  aattttrraaccttiivvee  wweellll  iiss  ffuullllyy  ddee--
vveellooppeedd  ffoorr  tthhee  ((66,,11))  cclluusstteerr  ((FFiigguurree  44))..

FFiigguurree  55  sshhoowwss  ddeeffoorrmmaattiioonnaall  ffrreeee  eenneerrggyy  pprrooffiilleess,,  FF((dd)),,  ffoorr  aa  ((66,,11))  cclluusstteerr  ffoorr  aa  rraannggee
ooff  ccyylliinnddrriiccaallllyy  ssyymmmmeettrriiccaall  ccoonnttaacctt  ssllooppeess  ss  ((--00..11  ≤≤  ss  ≤≤  00..11))..      AAss  wwiitthh  ttwwoo  iinncclluussiioonnss,,
vvaann  ddeerr  WWaaaallss  ttyyppee  bbeehhaavviioorr  iiss  ffoouunndd  ffoorr  bbootthh  ss>>00  aanndd  ss<<00  [[11]]..    TThhee  ccuurrvvee  ccoorrrreessppoonndd--
iinngg  ttoo  tthhee  ooppttiimmaall  ((eenneerrggyy  mmiinniimmiizzeedd))  ssllooppee  iiss  aallssoo  sshhoowwnn,,  ssmmiinn    →→  00    ffoorr  ssmmaallll  dd..

FFiigguurreess  66  &&  77  pprreesseenntt  ddeeffoorrmmaattiioonn  eenneerrggyy  pprrooffiilleess,,  FF((dd)),,  ffoorr  ((nn,,00))  aanndd  ((nn,,11))  cclluusstteerrss
ffoorr  tthhee  ccoonnttaacctt  ssllooppeess  ss==ssmmiinn  ((FFiigguurree  66))  aanndd  ss==00  ((FFiigguurree  77))..    WWiitthh  ss==00  tthhee  eenneerrggyy  iiss
ssttrroonnggllyy  aattttrraaccttiivvee  ffoorr  aallll  cclluusstteerrss..  IInn  ggeenneerraall,,  tthhee  eenneerrggyy  ooff  ((nn,,11))  cclluusstteerrss  wwiitthh  ss==00  iiss  lleessss
tthhaann  tthhaatt  ooff  ((nn,,00))  cclluusstteerrss..    AAtt  ssmmaalllleerr  dd,,  hhoowweevveerr,,  ((nn,,11))  cclluusstteerrss  wwiitthh  nn>>55  aarree  eenneerrggeettii--
ccaallllyy  ffaavvoorreedd  oovveerr  ((nn,,00))  cclluusstteerrss..  HHeerree  aann  aattttrraaccttiivvee  rreeggiioonn  aappppeeaarrss  aatt    dd  <<  2200  ÅÅ,,  sseeppaa--
rraatteedd  bbyy  aa  bbaarrrriieerr  ffrroomm  tthhee  rreeppuullssiivvee  rreeggiioonn  ffoorr  bbootthh  mm==00  aanndd  mm==11  cclluusstteerrss..    AAttttrraaccttiioonn
iiss  ssttiillll  ffoouunndd  ffoorr  aa  ((66--11,,11))  cclluusstteerr  wwiitthh  aa  llaatteerraall  vvaaccaannccyy  ((nnoott  sshhoowwnn))..    HHoowweevveerr,,  tthhee  ((66--
11,,00))  cclluusstteerr  iiss  uunnssttaabbllee  ((aallssoo  nnoott  sshhoowwnn))..



MMaannyy--bbooddyy  iinnfflluueenncceess  oonn  aa  cchhaannnneell’’ss  eeffffeeccttiivvee  sspprriinngg  ccoonnssttaanntt
NNiieellsseenn  eett  aall..  pprrooppoosseedd  [[44]]  aa  ““lliinneeaarr  sspprriinngg  mmooddeell””  ddeessccrriibbiinngg  tthhee  iinncclluussiioonn--iinndduucceedd  ddee--
ffoorrmmaattiioonn  eenneerrggyy  FFddeeff::

FFddeeff((uu00))  ==  HH((22uu00))22 ((44))

wwhheerree  HH  iiss  aann  eeffffeeccttiivvee  HHooookkee''ss  LLaaww  sspprriinngg  ccoonnssttaanntt..  TThhiiss  pprroovveedd  ttoo  bbee  aa  vveerryy  ccoonnvveenn--
iieenntt  wwaayy  ooff  ddeessccrriibbiinngg  mmeemmbbrraannee  iinnfflluueenncceess  oonn  cchhaannnneell  lliiffeettiimmeess..  EEqq..  44  iiss  eexxaacctt  ffoorr  aann
iinnddiivviidduuaall  iinncclluussiioonn  iiff  eeiitthheerr  ccoonnddiittiioonn  ss==ssmmiinn,,  oorr  ss==00  iiss  uusseedd..

WWee  nnooww  ccoonnssiiddeerr  hhooww  iinntteerr--iinncclluussiioonn  iinntteerraaccttiioonn  aaffffeeccttss  tthhiiss  eeffffeeccttiivvee  sspprriinngg  ccoonnssttaanntt  bbyy
ccoonnssiiddeerriinngg  tthhee  ddeeffoorrmmaattiioonnaall  eenneerrggyy  cchhaannggee  iinn  rreessppoonnssee  ttoo  aa  ssmmaallll  vvaarriiaattiioonn  δδuu00  ooff  uu00
ffoorr  oonnee  cchhaannnneell  iinn  aa  cclluusstteerr,,  kkeeeeppiinngg  uu00  ffiixxeedd  ffoorr  aallll  ootthheerr  iinncclluussiioonnss..  TThheenn,,  HH  ccaann  bbee  eexx--
pprreesssseedd  iinn  tteerrmmss  ooff  tthhee  vvaarriiaattiioonn  ooff  tthhee  ffrreeee  eenneerrggyy  δδFFddeeff  aass

HH  ==  δδFFddeeff  //((44  δδuu00  uu00))                                                                                                          ((55))

WWee  ccoonnssiiddeerr  aa  ((66,,11))  cclluusstteerr  aanndd  ffiirrsstt  tteesstt  tthhee  aapppprrooxxiimmaattiioonn,,  EEqq..  44..    RReessuullttss  ffoorr  tthhee  cceenn--
ttrraall  cchhaannnneell  aanndd  aa  llaatteerraall  oonnee  aarree  pprreesseenntteedd  iinn  FFiigguurree  88..  TThhee  HHooookkee’’ss  llaaww  mmooddeell,,  EEqq..  44,,
iiss  qquuiittee  aa  ggoooodd  aapppprrooxxiimmaattiioonn  ffoorr  dd  >>  3300  ÅÅ  ffoorr  tthhee  cceennttrraall  iinncclluussiioonn  aanndd  ffoorr  dd  >>  2255  ÅÅ  ffoorr
aa  llaatteerraall  oonnee..  IInn  tthhiiss  rraannggee  EEqq..  55  iiss  aallssoo  aa  rreeaassoonnaabbllee  aapppprrooxxiimmaattiioonn..  TThhee  rreessuullttss  pprree--
sseenntteedd  iinn  FFiigguurree  99  sshhooww  tthhaatt  HH  ddrrooppss  sshhaarrppllyy  aass  dd  ddeeccrreeaasseess,,  wwhhiicchh  iimmpplliieess  tthhaatt  cclluuss--
tteerriinngg  ccaann  ssiiggnniiffiiccaannttllyy  iinnccrreeaassee  iioonn  cchhaannnneell  lliiffeettiimmeess  ((aassssuummiinngg  tthhaatt  tthhee  cchhooiiccee,,  ss==00,,  iiss
ccoorrrreecctt))..



TThhee  rreessuullttss  ooff  FFiigguurree  88  ffoorr  tthhee  cceennttrraall  iinncclluussiioonn  aarree  iinntteerreessttiinngg  oonn  tthheeiirr  oowwnn..  TThheeyy  sshhooww
tthhaatt  tthhee  ssttrreettcchhiinngg  eenneerrggyy  iiss  lliinneeaarr  iinn  δδuu00  aatt  llaarrggee  dd  aanndd  qquuaaddrraattiicc  ffoorr  ssmmaallll  dd..  TThhiiss  iiss  ffuurr--
tthheerr  iinnddiiccaattiioonn  ooff  ssttrroonngg  ssttaabbiilliizzaattiioonn  ooff  tthhee  cchhaannnneell  dduuee  ttoo  cclluusstteerriinngg..    AAtt  ssmmaallll  dd,,  mmeemm--
bbrraannee  tthhiinnnniinngg  dduuee  ttoo  llaatteerraall  iinncclluussiioonnss  mmaakkeess  tthhee  cceennttrraall  cchhaannnneell  pprraaccttiiccaallllyy  uunn--
ssttrreettcchheedd..    CCoonnsseeqquueennttllyy,,  EEqqss..  44  aanndd  55  mmuusstt  bbee  rreeppllaacceedd  bbyy

FFddeeff((uu00))  ==  HH((22  δδuu00))22 ((44´́))

IInn  ootthheerr  wwoorrddss,,  ffoorr  tthhee  cceennttrraall  cchhaannnneell  tthhee  ddiimmeerr  bbeeccoommeess  mmoorree  ssttaabbllee  tthhaann  tthhee  mmoonnoo--
mmeerrss!!    TThhiiss  cclluusstteerr  iinndduucceedd  ssttaabbiilliizzaattiioonn  iiss  lleessss  ssiiggnniiffiiccaanntt  ffoorr  llaatteerraall  cchhaannnneellss..



Conclusions

♦♦   FFoorr  rreellaaxxeedd  bboouunnddaarryy  ccoonnddiittiioonnss,,  aann  aattttrraaccttiivvee  rreeggiioonn  aappppeeaarrss  aatt  dd  <<  2200  ÅÅ  ffoorr  tthhee  ((55,,00))
cclluusstteerr,,  aanndd  bbeeccoommeess  mmoorree  pprroommiinneenntt  aass  tthhee  nnuummbbeerr  ooff  iinncclluussiioonnss  iinnccrreeaasseess..  FFoorr  ccoonn--
ssttrraaiinneedd  ssllooppeess,,  ss==00,,  iinnccrreeaassiinngg  nn  aanndd  mm  mmaakkeess  tthhee  ((aattttrraaccttiivvee))  eenneerrggyy  pprrooffiillee  sstteeeeppeerr..

♦♦   FFoorr  ccoonnssttrraaiinneedd  ssllooppeess,,  ss==00,,  cclluusstteerrss  ccoonnttaaiinniinngg  aa  cceennttrraall  iinncclluussiioonn  aarree  ffaavvoorreedd  iinn  eenn--
eerrggyy  ccoommppaarreedd  ttoo  tthhoossee  wwiitthh  nnoo  cceennttrraall  iinncclluussiioonn..  FFoorr  ooppttiimmaall  ccoonnttaacctt  ssllooppeess,,  ssmmiinn,,  tthhee
cclluusstteerrss  wwiitthh  hhiigghh  nn  aanndd  mm==11  aarree  eenneerrggeettiiccaallllyy  ffaavvoorraabbllee  aatt  ddiissttaanncceess  dd  <<  2200  ÅÅ..

♦♦   TThhee  ffrreeee  eenneerrggyy  pprrooffiilleess  eexxhhiibbiitt  vvaann  ddeerr  WWaaaallss  ttyyppee  bbeehhaavviioorr  ffoorr  bbootthh  ss<<00  aanndd  ss>>00..

♦♦   TThhee  ooppttiimmaall  ccoonnttaacctt  ssllooppee,,  ssmmiinn  →→  00,,  aatt  ssmmaallll  dd  ffoorr  cclluusstteerrss  wwiitthh  llaarrggee  nn  aanndd  wwiitthh  mm==11..

♦♦   DDeeffoorrmmaattiioonn  ffrreeee  eenneerrggiieess  wweerree  ccaallccuullaatteedd  aassssuummiinngg  ccyylliinnddrriiccaallllyy  ssyymmmmeettrriiccaall  ssllooppeess..
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